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Ïåðâûé òóð. Ëèãà ñòðàòåãèé
1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n. Ó Âàñè åñòü ìíîæåñòâî S âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ñ íàòóðàëüíûìè ñòîðîíàìè è ïëîùàäÿìè, ðàâíûìè ñòåïåíÿì äâîéêè. Òàêæå ó íåãî
åñòü ôèãóðà R ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê 2m× 2n ñ âûðåçàííûì óãëîâûì
êâàäðàòîì 1×1. Èç ìíîæåñòâà S Âàñÿ õî÷åò âûáðàòü m+n ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïëîùàäè
êîòîðûõ ðàâíû 20, 21, . . . , 2m+n−1, è çàìîñòèòü èìè ôèãóðó R. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò
ýòî ñäåëàòü íå áîëåå, ÷åì (m + n)! ñïîñîáàìè.
2. Íàéäèòå âñå òàêèå ìíîãî÷ëåíû f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ u è v, äëÿ êîòîðûõ uv− 1 äåëèòñÿ íà p, ÷èñëî
f(u)f(v)− 1 òàêæå äåëèòñÿ íà p.
3. Òî÷êè A, B è C ðàñïîëîæåíû âíå îêðóæíîñòè ω, ïðè÷åì ω ïåðåñåêàåò ñòîðî-

íû AC è BC è íå ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB òðåóãîëüíèêà ABC. ×åðåç òî÷êè A, B è
C ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå AM , BN è CK ê îêðóæíîñòè ω. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
AM ·BC + BN · AC > CK · AB.
4.Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O êàñàåòñÿ âñåõ ñòîðîí âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

Ëó÷è BA è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à ëó÷è AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå L. Òî÷êè X è Y , ëåæàùèå íà îòðåçêàõ OA è OC ñîîòâåòñòâåííî, òàêîâû, ÷òî
2∠XKY = ∠AKC. Äîêàæèòå, ÷òî 2∠XLY = ∠ALC.
5. Ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ðàâíà 2. Ïðè n > 4 äîêàæèòå íåðà-
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6. Ñóùåñòâóþò ëè òðè ðàâíûõ äåâÿòèóãîëüíèêà, âñå âåðøèíû êîòîðûõ ñîâïàäàþò, íî
íèêàêèå äâå ñòîðîíû êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò?
7. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > m > 1. Â ïîëíîì n-âåðøèííîì îðèåíòèðîâàííîì

ãðàôå íåò öèêëîâ èç m + 1 âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî
òàê çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 1 äî n, ÷òî ïðè ëþáûõ i è k, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
i > k + m− 1, ðåáðî íàïðàâëåíî èç i-îé âåðøèíû â k-þ.
8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì
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Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x1, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî x2006 êðàòíî 2006.
9. Äàíà ôóíêöèÿ f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2xyz. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, x1,

x2, . . . , x7 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

f(x1, x2, a) = f(x2, x3, b) = f(x3, x4, c) = f(x4, x5, a) = f(x5, x6, b) = f(x6, x7, c) = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî x7 = x1.
10. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f(x) : R→ R, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

f(f(f(x)) + y) = f(f(y)) + x

ïðè x, y ∈ R.


